
Ortogonalne projekcije

Ortogonalna projekcija Za v ∈ V , neka je v = m + n, gdje

je m ∈M i n ∈M⊥.

• Vektor m zovemo ortogonalna projekcija od v na M.

• Projektor PM na M paralelno sa M⊥ zovemo
ortogonalni projektor na M.

• PM je jedinstveni linearni operator takav da PMv = m.

1. Neka je P2 vektorski prostor svih realnih polinoma stepena ≤ 2,

P2 = {ax2 + bx + c | a, b, c ∈ R}.

(a) Provjeriti da li je sa 〈p, q〉 = p(1)q(1) + 2p(0)q(0) + p(−1)q(−1) definiran unutrašnji
(skalarni) proizvod na P2.

(b) Za podprostor L ⊆ P2 generisan polinomima p1(x) = 1 i p2(x) = x odredite ortogonalni
komplement.

(c) Odredite ortogonalnu projekciju od p(x) = −2x2 + x + 2 na L.

Konstrukcija ortogonalnog projektora Neka jeM r-dimenzionalni podprostor od Rn, i neka su

kolone od Mn×r i Nn×n−r redom baze za M i M⊥. Ortogonalni projektori na M i M⊥ su
• PM = M(M>M)−1M> i PM⊥ = N(N>N)−1N>.

Ako M i N sadrže ortonormirane baze za M i M⊥, tada

• PM = MM> i PM⊥ = NN⊥

• PM = U

(
Ir×r 0
0 0

)
U>, gdje je U = (M |N).

• PM⊥ = I − PM u svim slučajevima.

2. Pronaći ortogonalnu projekciju od b na M = span{u}, pa onda odrediti projekciju od b na
M⊥, gdje je b = (4, 8)> i u = (3, 1)>.

3. Za matricu A ∈ Matm×n(R) takvu da je rang(A) = r, opisati ortogonalne projektore na svaki
od četri fundamentalna podprostora od A.

4. Neka je A =

1 2 0
2 4 1
1 2 0

 i b =

1
1
1

.

(a) Izračunati ortogonalne projektore na svaki od četri fundamentalna podprostora pridruženih
matrici A.

(b) Odrediti tačku u ker(A)⊥ koja je najbliža tački b.



5. Neka je u ∈ Rn nenula vektor i posmatrajmo liniju L = span{u}. Konstruisati ortogonalni
projektor na L, i onda odrediti ortogonalnu projekciju proizvoljnog vektora x ∈ Rn na L.

Ortogonalni projektori Pretpostavimo da je P ∈ Matn×n(R) projektor, tj. P 2 = P. Sljedeće
tvrdnje su ekvivalentne tvrdnji: P je ortogonalni projektor.
• im(P )⊥ker(P ).

• P> = P (tj., ortogonalni projektor ⇔ P 2 = P = P>).

• ‖P‖2 = 1 za matričnu 2-normu.

(Prisjetimo se matrična 2-norma, matrice A, je definisana ‖A‖2 = max‖x‖2=1‖Ax‖2).

Teorema o najbližoj tački Neka je M podprostor
unitarnog prostora V , i neka je b vektor u V . Jedinstveni
vektor u M koji je najbliži vektoru b je p = PMb, or-
togonalna projekcija od b na M. Drugim riječima,

min
m∈M

‖b−m‖2 = ‖b− PMb‖2 = udaljenost(b,M).

Ovo se zove ortogonalna udaljenost izmed̄u b i M.

6. Kao što znamo od ranije, tijelo u Rm sa paralelnim suprotnim stranama, gdje su susjedne
strane definisane sa vektorima koji formiraju linearno nezavisan skup {x1, x2, ..., xn} se zove
n-dimenzionalni paralelopiped. Dvodimenzionalni paralelopiped je paralelogram, dok je
trodimenzionalni paralelopiped ”nahereni” kvadar. Odrediti zapreminu dvodimenzionalnog i
trodimenzionalnog paralelopipeda, i onda napraviti prirodno proširenje za iznalaženje zapremine
n-dimenzionalnog paralelopipeda.

Riješenje problema najmanjih kvadrata Svaka od sljedeće tri tvrdnje su ekvivalentne tvrdnji: x̂
je riješenje problema najmanjih kvadrata za moguć slučaj nesingularnosti linearnog sistema Ax = b.

• ‖Ax̂− b‖2 = min
x∈Rn

‖Ax− b‖2.

• Ax̂ = Pim(A)b.

• A>Ax̂ = A>b (A∗Ax̂ = A∗b kada je A ∈ Matm×n(C)).

Oprez! Ovo su vrijedne teoriske karakterizacije, ali ni jedna nije preporučljiva kada je u pitanju
račun sa pokretnim zarezom. Numerička računanja su tema nekog drugog teksta.
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